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     This paper deals with modeling and analysis of elastic impact system. In analysis of impact system, an analytical model with

considering duration of impact and energy loss is not generally used. It is necessary an analytical model with considering

duration of impact and energy loss in order to quantitatively.

     In this paper , We are concerned with elastic impact system composed a ball and walls. A impact model considering duration

of impact and energy loss is proposed. On the modeling, elastic restoring force and damping force are considered as impact force.

Elastic restoring force is shown in non-liner spring. Damping force is shown in non-liner dashpot. Elastic restoring force is

expressed by Hertz’s contact theory. Damping force is assumed to be proportion to velocity. Equivalent damping coefficient is

given from the coefficient of restitution that is defined by velocity ratio before and after of the ball. It compares with

experimental results and an properly of the model and calculation method were examined.
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                      Impact,  Numerical simulation　　　　　 　　　　                 　　　　　　　　　　　　　　

１．１．１．１．１．          緒緒緒緒緒          　言　言　言　言　言

　カオス問題も含め衝突問題について多くの研究が行われて
いるが，一般的に衝突の取り扱いは，衝突時間を０または一
定とし，衝突時のエネルギ損失は，反発係数を用いた衝突前
後の速度変化に置き換えて解析している（1），（2）．実際の衝突
現象，特に，剛性の低い系や材料において，衝突時間とエネ
ルギ損失を考慮した解析が必要である．これらを考慮した研
究としては，復元力特性に履歴特性を考慮した数値解析（3）

や，衝突系の各パラメータ（ばね定数，減衰係数）を実験に
よる衝突波形と履歴特性から，衝突系をフォークトモデルや
３要素モデル（4）～（6）でモデル化した解析などあるが，各パ
ラメータ（ばね定数，減衰係数）と衝突系の形状や材質の関
係が不明確なことより定性的な解析結果となっている．また，
球と平面の衝突現象に対して，衝突物体の形状と材質を考慮
してHertzの接触理論（7）を用いた弾性復元力を定義し，解析
を行った研究（6），（8）～（10）もあるが，減衰力の定義に問題があ
り，実験結果と異なり定量的解析が困難であった．
　そこで，本研究では，球弾性衝突系について，弾性力を
Hertzの接触理論による非線形ばねで示し，減衰力を非線形ば
ねの等価剛性を考慮した非線形ダッシュポットでモデル化し，
丸棒が半球上に自由落下する衝突現象について数値シミュ
レーションを行った．そして，実験結果と比較し，衝突系の
モデルと計算方法の妥当性を検討した．

２．２．２．２．２．               解解解解解     析析析析析     方方方方方     法法法法法

２２２２２・・・・・１　数値シミュレーション方法１　数値シミュレーション方法１　数値シミュレーション方法１　数値シミュレーション方法１　数値シミュレーション方法  　 質量ｍの丸棒
が高さｈから半球に自由落下し，衝突した場合，衝突時に丸
棒に働く力としては，衝突による接触力と重力を考えれば，
丸棒の運動方程式は

と表すことができ，ここで，Pは接触力の総和，gは重力加速
度，uは高さｈを原点とし，下向きを正とした場合の丸棒の
変位とする．式(1)の加速度を時間Δｔで近似積分することに
より，丸棒の速度と位置を計算し，この計算を各時間ステッ
プごとに繰り返すことにより運動を求める．
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Fig.1  Analytical  model
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答は厳密には正弦的にならないが近似的に，振幅   の調和
振動とする．

減衰がない場合，最大運動エネルギと最大ひずみエネルギの
関係式から

　

となり，この関係式から接触系の固有振動数　　は，次式の
ように表される．

　

この式より，振幅により固有振動数が変化することが分かる．
ここで，接触系の振幅　　と衝突時の最大変位      とが等
しいと考えると　　は，次式となる．

ここで，　　は衝突速度に依存することが考えられることか
ら，衝突速度   と最大変位     との関係を定義する．衝突
中の最大ひずみエネルギが衝突前後の運動エネルギの平均値
であると仮定し，反発係数eを用いて次式で表す．

　

式（10）より　　は次のように表される．

式（11）を式（5）に代入することにより，非線形ばねの等価
粘性減衰係数は次のように定義できる．
　
　

２２２２２・・・・・２２２２２          衝突系のモデル化衝突系のモデル化衝突系のモデル化衝突系のモデル化衝突系のモデル化    衝突の時に平面（丸棒）
と半球に働く衝突力を図１に示すように，非線形ばねと非線
形ダッシュポットでモデル化する．衝突力は，弾性復元力と
減衰力の総和とし，弾性復元力に，Hertzの接触理論，減衰力
に等価粘性減衰力を考え，法線方向の相対変形量　を用いる
と次式で表される．

　
ここで，Kは，ばね係数で球の半径Ｒ，ポアソン比σ，縦弾性
係数Eを用いて次式で与えられる（7）．

　

　ここで，添え字のｓは半球，ｗは平面を示す．式から分か
るようにばね係数は物性値である縦弾性係数とポアソン比な
どから求めることができる．
　丸棒と半球が衝突する場合，式(2)の　は図２に示すように
丸棒と半球の法線方向の変位量で，半球の高さと丸棒端面ま
での距離から次式のように表す．

　衝突時のエネルギ消費を,図３に示すように丸棒の衝突直
前の速度と衝突直後の速度の変化が，１自由度の粘性減衰系
の1/2サイクルの速度変化に相当すると考えると，等価粘性
減衰係数は反発係数を用いて次式のように表される．
　
　

　ここで，   は等価ばね定数,  は粘性減衰比を示す．   　
は，衝突時間が系の半周期に相当する場合の固有振動数を示
す．非線形ばねの場合，線形のような　　　　　　の関係が
成り立たないため，　　を接触系の固有振動数から求める．平
面が常に球に接触した状態で定常加振を受ける場合，系の応
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Fig.3  Analogy between impact and free vibration in
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Fig.2  Deformation  due to impact
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３．３．３．３．３．          衝突実験と数値シミュレーション衝突実験と数値シミュレーション衝突実験と数値シミュレーション衝突実験と数値シミュレーション衝突実験と数値シミュレーション

３３３３３・・・・・１　衝突実験１　衝突実験１　衝突実験１　衝突実験１　衝突実験　　本研究に用いた衝突実験装置の概略
を図４に示す．実験装置は，衝突速度の制御が容易な自由落
下法を基本とする．図に示すようにベース上にロードセルを
固定し，その上に質量の小さい半球を取り付けた．そして，質
量の大きい平面(丸棒)を自由落下させ，衝突力と衝突変位を
測定する．衝突中の変位，衝突中の速度は，丸棒端面に取り
付けた加速度ピックアップから測定した加速度を積分するこ
とにより求める．衝突力は，半球下の圧電型ロードセルで測
定する．実験に用いた丸棒の形状寸法と質量を表1に示す．表
2，3には，簡単な実験から求めた縦弾性係数と反発係数を示
す．縦弾性係数は固有振動数から，反発係数は実験装置を用
いて丸棒を自由落下させ，衝突時間間隔から求めた．

３３３３３・・・・・２　実験と数値シミュレーションの比較　２　実験と数値シミュレーションの比較　２　実験と数値シミュレーションの比較　２　実験と数値シミュレーションの比較　２　実験と数値シミュレーションの比較　　実験
と数値シミュレーションは，ナイロン半球とスチール丸棒，
３種類のジュラルミン丸棒の各落下高さにおける衝突につい
て行った．数値シミュレーションに用いる反発係数eは実験
値を用い，非線形ばね係数Ｋは表３に示すカタログ値から計
算したばね係数を用いた． スチール丸棒とジュラルミン丸棒
の落下高さｈ＝２０ｍｍにおける衝突力，衝突変位，履歴特
性，衝突速度，衝突加速度の実験と数値シミュレーション結
果の比較を図５，図６に示す．両丸棒とも，衝突加速度の実

Dimension (ｍ) mass (kg)

Nylon  ball φ 0.0254×0.019 0.0078

Steel  rod φ 0.0250×0.200 0.778

A φ 0.0250×0.100 0.137

B φ 0.0250×0.150 0.205Duralumin  rod

C φ 0.0250×0.200 0.274

Table 1  Form dimension

e　　(　ζ 　)

Nylon  ball：Steel  rod 0.795(0.07)

A 0.828(0.06)

B 0.846(0.05)
Nylon  ball：

　　　Duralumin  rod
C 0.828(0.06)

0.834(0.06)

Natural Frequency

(KHz)

Young’s modulus

 (GPa)

Nylon  ball ─
1. 2～2.9

(Value from catalog)

Steel  rod 112.9 204.0

A 9.88 54.8

B 4.71 63.2
Duralumin

rod
C 2.74 67.4

61.8

Table 2  Coefficient of restitution

Table 3  Mechanical properties
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(a) Force of impact

(c) Hysteresis loop

(b) Displacement of impact

(d) Acceleration of impact

(e) Velocity of impact

Fig.5  Comparison of experimental and simulation result

                   (Steel rod  :h=20mm)



験値には，丸棒の縦振動による高周波成分が含まれるが，衝
突変位，衝突力，履歴とも，最大値などは，多少異なるが，数
値シミュレーションと実験値は，ほぼ一致しており，従来の
研究結果より定量的な解析結果となっている．また，数値シ
ミュレーションと実験結果の差は，計算において，ナイロン
球の縦弾性係数にカタログ値を用いていることと，計測誤差
によるものと考える．
　以上のことより，本研究で提案した衝突モデル，計算方法
は，妥当であり，反発係数が衝突速度に依存しない衝突系で，
衝突物体が弾性体である場合，衝突物体の材質と質量の変更
に対応でき，定量的な解析が可能である．

４．４．４．４．４．　結　　言　結　　言　結　　言　結　　言　結　　言

　球と平面からなる衝突系を非線形ばねと非線形ダッシュ
ポットでモデル化し数値シミュレーションを行い，実験と比
較し，衝突系のモデルと計算方法の妥当性を検討した結果，
以下の結論を得た．

（１） 定義した衝突モデルの非線形ばね係数，非線形減衰係数
は，縦弾性係数，ポアソン比等の物性値と簡単な実験から求
められる反発係数を用いて計算が可能である．

（２）提案した衝突モデル，計算方法は，妥当であり，反発係
数が衝突速度に依存しない衝突系で，衝突物体が弾性体であ
る場合，衝突物体の材質と質量の変更にも対応でき，定量的
な解析が可能となった．
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Fig.6  Comparison of experimental and simulation result

                   (Duralumin rod C :h=20mm)

(a) Force of impact

(b) Displacement of impact

(c) Hysteresis loop

(d) Acceleration of impact

(e) Velocity of impact


